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1.

Musterlosung 10

a) Sei X exponentialverteil mit Parameter y, d.h. die Dichte von X ist fx (z) = pe™#* fiir
x > 0 und O sonst. Es folgt, dass

E[X]:/ zpe Mdr =1/p.
0

Also ist R exponentialverteilt mit Parameter p1 = A.
Der Fldcheninhalt des Kreises mit Radius R ist gegeben durch die Zufallsvariable A =
7 R2. Die Verteilungsfunktion von A ist

Va/m
e Mdt=1—e W™ fallsz >0

FA(x):P[Agx]:P[RS\/%}:/

T
0

und 0 sonst. Die Dichtefunktion ist dann gegeben durch f4(z) = %FA(I’) =3 \/)‘ﬁe_/\ ve/m
falls z > 0 und O sonst.

b)
~ x 9 2
0 0
(*) partielle Integration (2 Mal).

BEMERKUNG: Es ist auch moglich, den Erwartungswert mit Hilfe der Dichte f4 aus
Aufgabe a) zu bestimmen.

¢) Wirsetzen [ f(x)dx =1, also

und bestimmen so ¢ = 4.

Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch
x
Fx()=PIX <a = [ty
—0o0
4

A = U Tt e R

und O sonst.

Bitte wenden!



d) Wir berechnen zunichst

o

E[1+X]:/

—0o0

(1+z)f(z)dx = /Ooo (1_’i4$)4d£6 = 4[71(1 + x)_s} = _

E[(1+ X)) = /Ooo (14

Damit erhalten wir

1
EX|=El1+X]-1= 3 und

E[XQ]:E[(1+X)2]—2E[X]—1:2—§—1:

1
3
e) Fiir y < 1 gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y,

Fy(y)=PlY <y]=Ple* <y] < Ple* <1]=P[X <0]=0.

Fiir y > 1 erhélt man

1

Fy(y) = Ple¥ < y] = PIX <logy] = Fx(logy) =1 = oy

Durch Differenzieren der Verteilungsfunktion erhalten wir die Dichte fy von Y:

frly) = d { 0 firy <1,

ny y) = 4 ..
" yogyyr UrL S Y-

a) Es muss gelten [ fy/(v)dv = 1und E[V] = [{* v fy(v)dv = vo. Also erhalten wir mit
dem Hinweis in der Aufgabe,

T ey e o [T\ _pde O
1—/0 Cv’e dv—C/O ()\>e )\—/\32.

Es folgt C' = )‘73, wobei wir A > 0 annehmen. Mit der selben Substitution folgt

A3 e A3 [ N3 dx 1
= E = — 3= = — — T — !7 = .
Vo V] 5 /0 v’e” dv ; <)\) Y 3 ) 3/A

Es gilt daher A = 3/vg. Bemerke zudem, dass fi > 0 gilt, da C' > 0.

b)
)\3 0
Var(V)=E [V - E[V] = 2/ vie ™ Mdv — (3/))?
0
1 V2
4t _g/x2=3/2= %
455 9/X2 =3/ 3

Siehe nichstes Blatt!



c)

E[T)=FE[so/V]=s0E[1/V] = s0 /000 1/vfy(v)dv

XN, soA 359
=3 —ve Vdv = — = —.
0/0 2 2 2u

Beachte, dass F' [1/V] # 1/E [V], also E[T] # so/vo.

Var(T) = E[T?] - E[T? = E [53] _ <30>‘>2 _ s\ /OOO Mgy (ch\>2

V2 2 2 2
CsEAE s3AT RN %
2 4 4 4
. Esist
PX <—-101] = P[X >101]=1-®(1.01) ~ 1 —0.8438 = 0.1562,

P[-3.02 < X < 1] P[X <1] - P[X < —3.02] = ®(1) — P[X > 3.02]

®(1) — (1 — $(3.02)) ~ 0.8413 — 1 + 0.998736 ~ 0.8400.

Da
Y — E[Y] Y +02
oy N 3
standardnormalverteilt ist, sind
Y +0.2
Py <88 = P[Y +02<9 =P [ 02 3] — &(3) ~ 0.998650,
Pl0.43<|Y| <154 = P[043<Y <1.54]+ P[-1.54<Y < —0.43]
4 . . . .
_ p 0.43+0.2 < Y +0.2 < 1.54 +0.2
3 3 3
—-1.544+02 Y +02 —-043+0.2
o0z Ya02 0 +02)

®(0.58) — ®(0.21) + (—0.076) — ®(—0.446)
~ 0.7190 — 0.5832 + (1 — 0.5305) — (1 — 0.6724) = 0.2777,

wobei ®(0.076) und ®(0.446) durch Interpolation von Tabellenwerten gewonnen wurden.
. Sei X;, 1€ {1,...,n=10000}, die folgende Zufallsvariable:

X — 1 falls das i-te Auto den neuen Parkplatz benutzt,
1 0 sonst.

Nach Annahme sind X1, ..., X, iid mit P[X; = 1] = pund P[X; = 0] = 1 — p. Die Anzahl
Autos auf dem Parkplatz S, := Z?:l X ist somit binomialverteilt mit Parametern n und p,
also gilt

E,[Sy] =np und Var,(S,) =np(l —p).

Bitte wenden!



Wegen des Satzes von De Moivre-Laplace hat man

PlSy < K = P Sn—Ep[Sn]<k—Ep[Sn} ~ B k—mnp ‘
plPn = p Varp(Sn)l/Q — Varp(Sn)1/2 np(l —p)

Bis jetzt haben wir noch nicht beriicksichtigt, welcher Wert fiir p angenommen wird.

a) Sei nun p = py = 0.8. Gesucht ist das kleinste k& mit Py g[S, < k] > 0.99. D.h. mit
obiger Approximation @(%800) > 0.99, was dquivalent ist zu %800 > ®71(0.99) ~
2.33, also k > 8093.2. (Der Wert 2.33 kann der Normalverteilungs-Tabelle entnommen
werden.) Der Parkplatz sollte somit mindestens 8094 Stellplitze haben.

b) 1) Wir wihlen erneut p = pg = 0.8 und finden mit der Approximation

7500 — 8000

Pys[Sn < 7500] =~ ®
baln < 7500 ~ o PO

) = P(—12.5) =1 — ®(12.5) = 0.0000.
Wenn also der angenommene Wert von p = pg = 0.8 tatsdchlich stimmt, dann ist mit
hochstens 7500 belegten Parkplitzen ein sehr unwahrscheinliches Ereignis eingetrof-
fen.

ii) Nun wihlen wir p = p; = 0.76. Dann gilt

7500 — 7600

P, < ~ o
0.76[Sn < 7500] ( 42.71

) =P(—2.34) =1— ®(2.34) = 0.01.
Wenn also p; = 0.76 dem richtigen p entspricht, dann ist ein Ereignis mit einer
Wahrscheinlichkeit von weniger als 1% eingetroffen.

iii) Wir sollen nun p* bestimmen, so dass gilt

7500 — np*
Py [S, < 7500] ~ q><”p> = 5%.
np*(1 —p*)

Mit der Tabelle finden wir ®(—1.65) = 5%, d.h. es muss —T800_10000p"_ _ _1 65
10000p* (1—p*)

gelten, was dquivalent ist zu p* = 0.757.



